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Topoloji : Lastigin Geometrisi

Topoloji, matematigin sekiller ve uzaylar uzerine odaklanan bir
dahdir. Ancak diger geometri turlerinden farkl olarak, topoloji
icin sekillerin kesin Olguleri veya acilari degil, onlarin yapisal ve
niteliksel ozellikleri onem tasir. Temel prensip, sekilleri esnek ve
yapiskan olmayan bir lastik gibi dusunmektir; onlari bukmek,
germek veya egmek serbesttir, ancak yirtmak veya parcgalari
birbirine  yapistirmak  yasaktir. Iste  bu tar "surekli
deformasyonlar” altinda degismeden kalan oOzellikler — delik
sayisli, baglantililik gibi — topolojik ozellikler olarak adlandirilir.

Topoloji, sekillerin bukulme, germe ve sikistirma gibi surekli
deformasyonlar altinda korunan temel Oozelliklerini inceler.
Yirtma veya yapistirma islemlerine izin veriimez. Bu bakis
acisiyla, bir klp ile bir kire arasinda temel bir fark yoktur, cinku
biri digerine donusturulebilir. Ancak bir simit (torus) bu aileden
farkhdir, cunkl ortasindaki delik onu kureden ayiran ve
deformasyonlarla giderilemeyen topolojik bir degismezdir. Bu
degismezler, sekilleri siniflandirmamizin anahtaridir.

EULER KARAKTERISTIGI

Euler Karakteristigi (x), bir seklin kose (V), aynit (E) ve yuzey
(F) sayilari kullanilarak hesaplanan ve topolojik bir degismez
olan sayisal bir degerdir ¥ = V - E + F seklinde
hesaplanir. Ornegin, bir kip icin 8 kdse, 12 ayrit ve 6 ylizey
vardir: X =8 - 12 + 6 = 2. Bir simit (torus) icin ise bu deger O'dir.
llging olan, X'si 2 olan her yizeyin (kip, piramit, silindir degil)
kureye, 0 olan her yuzeyin de simide topolojik olarak denk
olmasidir. Bu formul, farkli gorunen sekilleri ayni kategoride
gruplamamizi saglar.

Baglantililik, bir seklin tek pargadan mi yoksa birbirinden ayrik
parcalardan mi olustugunu ifade eden temel bir kavramdir.
Daha ilging bir kavram olan "Basit Baglantililik" ise, seklin
uzerindeki herhangi bir dongunun, sekli terk etmeden surekli
bir sekilde bir noktaya buzulup buzulemeyecegini sorgular. Bir
disk veya bir kure basit baglantiliyken, bir halka (cember) veya
bir simit basit baglantili degildir, cunku merkezindeki deligin
etrafina sarilmis bir donguyu deligi kapatmadan bir noktaya
iIndirgemek imkansizdir.

DUGUM TEORISI

Dugum teorisi, u¢c boyutlu uzaydaki kapali egrileri inceleyen
topolojinin bir alt dalidir. En basit dugum, onemsiz dugum
(unknot) olarak adlandirilan basit bir cemberdir. "Uclii dGgum”
(trefoil) ise onu ¢gozemeyecegimiz en basit dugumdur. Temel
soru, iki dugumun ayni olup olmadigini anlamaktir. Bunun igin,
dugumuan  farkh  temsillerinde  degismeyen  "dugim
invaryantlar" kullanihr. Ornegin, Jones Polinomu, bir digime
0zgu bir polinom atayarak, iki dagumun farkli oldugunu
iIspatlamamiza yardimci olur.

Dogada gordugumuz dugumler sadece iplerden olusmaz. DNA
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molekulu, hucre cekirdegine sigabilmek icin karmasik bir sekilde
katlanir ve sikigtirthr, bu surecte bazen kendi Uzerine
digimlenir. Iste burada dugim teorisi devreye girer. Hiicre, bu
"DNA dugumlerini" ¢ozmek veya kontrol altina almak igcin ozel
enzimlere sahiptir. Bu enzimler, tipki bir dugum teorisyeninin
yaptigi gibi, DNA'yi kesmeden onun topolojisini degistirerek
yasam icin gerekli olan okuma ve kopyalama islemlerinin
gerceklesmesini saglar

Euler Karakteristigi, sadece kip ve simit gibi makro sekiller igin
degil, atomik seviyedeki malzemeleri anlamak icin de kritiktir.
Grafen gibi iki boyutlu malzemeler, tek atom kalinhigindaki bal
petegi orguli karbon aglaridir. Bu aglardaki bir halka (besgen
veya yedigen) bir "topolojik kusur" olarak kabul edilir ve
malzemenin elektronik ozelliklerini kokten degistirir. Dolayisiyla,
bir malzemenin sahip oldugu bu mikroskobik topolojik yapi,
onun iletken mi yari iletken mi oldugunu belirleyerek yeni nesil
teknolojilerin temelini atmamizi saglar.

"baglantililik" kavrami, bir robotun etrafindaki dinyayi nasil
algiladigini modelledigimiz "Konfigirasyon Uzayi"nin temelini
olusturur. Robot ve cevresindeki engeller, bu soyut uzayda farkli
bolgelere karsilik gelir. Robotun ulasamayacagi noktalar, bu
uzayda "baglantisiz" adalar gibidir. Robotikciler, bu topolojik
haritayr kullanarak, robotun bir noktadan digerine, tipki bir
donguyu buzer gibi, en verimli ve guvenli yolu bulmasini
saglarlar. Bu, robotun engellerle cevrili bir ortamda sikisip
kalmadan  hareket edebilme  becerisinin  arkasindaki
matematiksel zeminidir.

Topoloji, matematigin yalnizca sekillerle ilgilenen soyut bir dali
olmaktan cikip, DNA'nin sarmal yapisini ¢ozmekten robotik
hareket planlamaya, evrenin global seklini modellemekten yeni
nesil malzemeleri tasarlamaya kadar uzanan  kritik
uygulamalarla gercek dunyanin temel bir dili haline gelmistir.
Bize, nesnelerin oOlculebilir ozelliklerinden ziyade, onlarin
bukultp sekil degistirse dahi korunan "degismez" ozelliklerini—
baglantililik, delik sayisi ve dugum vyapisi gibi—analiz etme
glcl verir.  OnumuUzdeki donemde, topolojik kuantum
hesaplama ile geleneksel sinirlari asan bilgisayarlarin, topolojik
yalitkanlar ile enerji kaybinin olmadigi iletim sistemlerinin ve
noro-topoloji ile beynin baglantisal haritasinin daha
derinlemesine anlasiimasinin bu disiplinin onculugunde hayat
bulmasi beklenmektedir. Kisacas! topoloji, soyutlugun gucunu
kullanarak teknolojik ve bilimsel devrimlerin temelini atmaya
devam edecek gorunmez bir kahramandir.
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