GIRIS MATEMATIKSEL TEMELLER

DUgum teorisi, ¢ boyutlu uzaydaki egrilerin topolojik 6zelliklerini
inceleyen bir matematiksel teoridir. iki digimin topolojik olarak
ayni olup olmadigini ve dugumlerin nasil siniflandirilabilecegini
arastirir. DUgum, uzayda basit kapali bir egri veya bir ipin kendisine
dolanmasi ya da birbirine karismasi sonucu meydana gelen yapi
olarak tanimlanir

Bir diigiim, bir ¢cemberin ii¢ boyutlu uzaya gomiilmesidir: K : st — R

Burada:
e S! — birim cember
o B > ii¢ boyutlu Oklid uzay1

e — gomme (embedding) anlamina gelir.

Iki diigiim K| ve K>, eger H : §' %[0, 1] — E“ seklinde siirekli bir déniisiim
(1zotopi) ile biri digerine gecivorsa esdeger (1zotopik) kabul edilir.

DUGUM TEORISi TARIHCESI

Dugum teorisi, 19. yuzyilin sonlarina dogru matematikte
bagimsiz bir arastirma alani olarak ortaya cikmistir. Bu
alanin dogusu, Lord Kelvin (William Thomson)'in atomlarin
farkli dugum tarlerinden olustugunu ileri surdagu fiziksel
modelle iligkilidir. Her ne kadar bu atom modeli daha sonra
gecerliligini yitirmis olsa da, dugumlerin matematiksel
olarak incelenmesine onemli bir motivasyon saglamistir.
1870°li yillarda Peter Guthrie Tait, dugumleri sistematik
bicimde siniflandirarak ilk dugum tablolarini olusturmus ve
dugum teorisinin gelisiminde temel bir rol ustlenmigtir.
yuzyillin ortalarinda ise Kurt Reidemeister, dugumlerin
birbirine  donusumunu aciklayan ug¢ temel hareketi
(Reidemeister hareketleri) tanimlamis ve modern dugum
teorisinin kuramsal temellerini atmistir.

GUnumuzde dugum teorisi; kuantum topolojisi, sicim
teorisi, molekuler biyoloji ve fizik gibi bircok cagdas alanda
onemli uygulamalara sahip, disiplinler arasi bir calisma
alani olarak gelisimini surdirmektedir.
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DUGUM TEORISI
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Bir dUgum, uclari birlestiriimis, uzayda yer alan kapali bir
eqri olarak tanimlanur.
Birden fazla kapali egrinin birlikte olusturdugu yap! ise bag
(link) olarak adlandirilr.

lki dugium, aralarindaki ip kesilmeden; yalnizca buUkme,
esnetme veya dondurme islemleriyle birbirine
donusturulebiliyorsa esdeger kabul edilir. Bu tur dontsumler
uzayin surekliligini bozmayan deformasyonlar olarak
degerlendirilir.

Dugumleri siniflandirmak, karsilastirmak ve birbirinden ayirt
edebilmek icin cesiti matematiksel degismezler ve
kuramsal araclar kullanilir.

diigiim Polinom Ozellik
Basit halka (unknot) Alf) =1 Coziilebilir
Trefoil (ii yaprakl) | A(f) =" =1+ [Ik gercek diigiim
Figure-eight (8 sekli) | A(f) = +* =3t +1 | Eslenik olmayan tek diigiim

ONEMLI TEOREMLER

1.REIDEMEISTER TEOREMI

iki diigiim K, ve K- izotopiktir ancak ve ancak diigiimlerin diizlemdeki
projeksivonlar asagidaki iic hareketle birbirine doniistiiriilebilir:

1. Burulma (twist)
2. Kaydirma (poke)
3. iiclii gecis (slide)

Bu teorem diigiim esdegerliginin geometrik tanmimadar.

2.ALEXANDER POLINOMU

Her dugum K ‘ye bir polinom A g (£) atanabilir.

Bu polinom, digumun yapisina gore degismez (bir “invariant™tur).
Ornekler:

Aunknot (£) — 1

Agrefoit () = 22 — £ + 1

Bu sayede iki dugumun ayni olup olmadig: cebirsel olarak anlasilabilir.

3.JONES POLINOMU

1984°te Vaughan Jones tarafindan tanimlanmistir.

Her dugum K ‘ye bir polinom
Vi (t)

atanir.

Reidemeister hareketleri uygulaninca bu polinom degismez.
Ornek:
‘ftrefuil(t) — & + t:‘ - t‘l

Bu polinom, kuantum topolojisi ve sicim teorisi gibi modern fizik konularinda da kullanihir.

4.DUGUMSUZLUK POLINOMU

Soru: Verilen bir diigiim K, ip kesmeden "basit halka" ya
donistiiriilebilir mi? Bu problem, algoritmik olarak zor (NPzor)
kabul edilir. Bilgisayar destekli diigiim teorisi bu sorunu
¢0zmek 1¢in kullanilir,
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Osmanli’'da kullanilan kavuk ve
sariklar, dugum benzeri dolama
yapilaridir. Her kavuk turu;
dolama sayisi, yonu ve katman
duzeni bakimindan o0zgun bir
yaplya sahiptir.

Bu dolama bigimleri yalnizca
estetik bir susleme degil, ayni
zamanda rutbe, makam ve
aidiyet bilgisini kodlayan
yapisal duzenlerdir. Sariklarin
katmanli ve simetrik bicimde
sarilmasi, tekrarlilik, simetri ve
dizenli donusum ilkelerine
dayanir. Bu yonuyle kavuk ve
sarik dagumileri, dagum
teorisinde yer alan topolojik

bicim, simetrik yapi ve
esdegerlik kavramlarini
cagristiran tarinsel ornekler
olarak degerlendirilebilir.

R oS

Bati sanatinda da benzer
bicimde, Kelt dugumleri olarak

bilinen  susleme desenleri
vardir. Bu desenler, uclari
olmayan kapall halkalar

seklinde birbirine dolanir. Orta
Cag el yazmalarinda, tas
oymalarda ve takilarda sikca
gorulur. Bu dugumler, yasam
dongusu ve sonsuzluk
anlamlarini tasir.

birlik ve sureklilik kavramlarinin bir ifadesi
olarak Ozellikle geometrik 6rgu desenleri ve
sonsuz dugumler biciminde ortaya cikar.
Mimari yapilarda, halilarda, cinilerde ve el
yazmalarinda sikga rastlanan bu desenler;
tekrar eden, i¢ ice gecen ve kesintisiz bir
yapl  sergiler.
basyapitlarindan Suleymaniye Camii ve
Camii'nin  i¢
gorulen birbirine gecmis daireler ve orgusel
ddgum
orneklerindendir.
Bu desenler matematiksel duzen, simetri
ve oransal dengeyi yansitarak sanat ile
matematik arasindaki derin iligkiyi gozler
onune serer.

Osmanli mimarisinin
suslemelerinde

motifinin en zarif

Orta Asya Turk kulturunde
yaygin  olarak  kullanilan
Gordes dugumdu, halicilikta
saglamligiyla one c¢ikan temel
bir dUgum taradar. Bu dugim,
ki Iplik Uzerine simetrik
bicimde atilarak c¢ift baglanma
yapisi olusturur.

Matematiksel olarak Gordes
dagumu, iki yonlu simetriye

sahip baglar seklinde
modellenebilir. Hall ve
kilimlerde kullanilan bu cift
dagum yapisl, denge,
tekrarhlik ve yapisal
dayaniklilik ilkelerini birlikte
saglar.

Bu Ozellikleriyle  Gordes
dagumu, geleneksel el

sanatlarinda matematiksel
dizenin somut bir ornegi
olarak degerlendirilebilir.

s

Biyoloji:DNA ve protein zincirlerinin yapisi
digum benzeri bicimler alir. DNAnin
cogalmasi sirasinda olugsan dugumler,
verilen  enzimler

topoizomeraz  adi
tarafindan ¢ozular.

Kimya: Bazi molekuller dugum benzeri
bicimlerde baglanir. Bu yapilarin
kararlihgini ve ozelliklerini anlamak igin
dagum teorisi kullantlr.

Fizik: Kuantum alan teorisinde “kuantum
dagumleri” kavrami ortaya c¢ikar.Ayrica :
sicim teorisinde temel pargaciklar, uzayda [ESsaess
titresen  iplikgikler  (stringler)  olarak &8
modellenir; bu da dugum topolojisiyle
yakindan iligkilidir.

Bilgisayar Bilimi: 3B modelleme, robotik
kollarin hareket planlamasi ve veri
gorsellestirme gibi alanlarda dugum
cozme algoritmalari kullanilir.

GERGCEK HAYATTAN ORNEKLER

Trefoil Dugumleri: En basit duagum ornegidir; hem
matematikte hem de sanat eserlerinde sikga gorulur.
Denizcilik Dugumleri: Gemicilikte kullanilan birgcok dugum
(ornegin sekizli dugum) dugum teorisinin pratik ornekleridir.
DNA Dugumleri: Hucre i¢ci DNA zincirleri bazen birbirine
dolanir; dogadaki enzimler bu dugumleri ¢ozerek canliligin
devamini saglar. Sanatta Dugum Formlari: Kelt sanati, hall
motifleri ve modern heykellerde dugum desenleri estetik bir
unsur olarak kullantlir.
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