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Dort Renk Teoremi, duzlemde cizilmis herhangi bir haritanin,
birbirine komsu (yani ortak bir sinir parcasi paylasan) bolgeler ayni
renge boyanmayacak sekilde, en fazla dort farkli renk kullanilarak
renklendirilebilecegini ifade eder. Bu teorem, grafik kurami
baglaminda daha soyut bir bicimde su sekilde formule edilir: Her
duzlemsel grafin kromatik sayisi en fazla 4’tur. Burada kromatik
sayl, bir grafin ardisik (komsu) koselerinin ayni renge
boyanmamasi kosuluyla gerekli olan en az renk sayisini belirtir.
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BASLANGIC VE ILK ISPAT DENEMELERI

Dort Renk Probleminin ortaya cikisi, 1852 vyilinda Francis

Guthrie’nin bir haritayi renklendirirken fark ettigi gozleme dayanir.
Guthrie’nin erkek kardesi, ayni ddnemde Unlu Ingiliz matematikgi
Augustus De Morgan’in ogrencisi olup soruyu hocasina iletmistir.
De Morgan, soruyu ilgi cekici bulmasina karsin ¢ozum

uretememistir. Bu durum, problemin kisa sure icinde matematik

cevrelerinde hizla vyayillmasina ve donemin matematikcileri
arasinda onemli bir arastirma alani haline gelmesine yol agmigtir .

Soruya uzun yillar boyunca bir ¢ozim getirilememis olsa da,
ilerleyen donemlerde ¢ozum surecinde belirleyici bir ara¢ haline
gelecek olan bilgisayar teknolojisi ayni zaman diliminde ortaya
cikmis ve hizli bir gelisim gostermeye baslamistir. 1960’lara
gelindiginde, ilk nesil vakum tuplu bilgisayarlarin yerini daha
guvenilir, daha kucuk ve cok daha hizli calisan transistorlu
bilgisayarlar almaya baslamisti. Bu donusum, hesaplama
kapasitesinde kayda deger bir sicramaya yol acarak, karmasik
matematiksel problemlerin bilgisayar destekli yontemlerle ele
alinabilmesini mumkun kilmistir.

1970’li yillara gelindiginde, University of lllinois’den matematikgiler
Kenneth Appel ve Wolfgang Haken, Dort Renk Problemi Uzerine
yuruttukleri arastirmalari yogun bigcimde surdurmekteydi. EKip,
problemin ¢ozumune yonelik yenilik¢i bir yaklagim gelistirerek,
duzlemsel haritalarin sahip olabilecegi tum olasi yapilarin
kapsamli bir sekilde incelenmesi gerektigini ortaya koydu. Bu
dogrultuda, 1700’4 askin kritik harita konfiglrasyonunu
tanimladilar ve Dbunlarin her birini donemin en gelismis
bilgisayarlarindan biri olan IBM 370 uzerinde sistematik olarak test
ettiler.

Her duzlemsel grafin dugumleri, komsu dugumlerin ayni renkte
olmamasi kosuluyla, en fazla 4 renkle boyanabilir.

Grafin Temel Matematiksel Gosterimi :

Bir graf matematiksel olarak G = (I/’E)  bigiminde
tanimlanir; burada V dugum kumesini, E ise dugumler
arasindaki kenarlari ifade eder. Ornedin bir haritada bes
boélge bulunuyorsa bu bolgeler V = {vy; vy vy vy vs}
seklinde gosterilir. Eger v, ve v, bolgeleri komsuysa bu
durum graf Uzerinde (v;’v,) € E olarak belirtilir. Harita
renklendirme problemi, graf renklendirme problemine
donusturulerek incelenir. Renklendirme iglemi her dugume
bir renk atayan c:V — {123 4} fonksiyonu ile ifade edilir.
Bu fonksiyon, komsu dugumlere ayni rengin verilmesini
yasaklar;  yani  (vyv;) €E = c(v;) # c(v;) kosulu
saglanmalidir. Dort Renk Teoremi ise her duzlemsel grafin,
bu kosullari saglayacak sekilde en fazla dort renkle
renklendirilebilecegini soyler ve bunu grafin kromatik sayisi
Uzerinden y(G) < 4 seklinde ifade eder.
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Ayrica toplam derece formulu

2 dereceler = 2E <6V — 12

oldugundan, ortalama derece

2E<6
V

seklindedir. Bu da diuzlemsel graflarda ¢cok yUksek dereceye
sahip dugumlerin yogun sekilde bulunamayacagini ortaya
koyar. Bu sinirlama, dort renk teoremine yonelik ispatlarda
temel rol oynar; c¢unku dugumlerin derecesi arttikca
renklendirme probleminin zorluk derecesi de artar.

Bu gorsel, bir duzlemsel grafin dugumlerini (V), kenarlarini
(E) ve yuzlerini (F) acgik sekilde gosteren bir diyagramdir.
Grafin duzlemde kesismeyen kenarlarla cizildigini ve Euler
formulinun (V — E + F = 2) nasil uygulanabilecegini gorsel
olarak anlatir.
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Veri Siniflandirma ve

Cografi Bilgi Sistemleri ve
Harita Uretiminde

Problemin cozumune yonelik ilk ciddi ve sistemli girisimler yaklasik
otuz yil sonra gorulmeye baslanmistir. Arthur Cayley, Alfred Bray
Kempe gibi donemin onde gelen matematikgileri problem uzerinde
yogun sekilde calismis, ancak sunduklari ¢ozum girisimleri daha
sonra hatali olduklari gerekgesiyle gecersiz kilinmistir. Bu
basarisiz girisimler, matematiksel yontemlerin gelismesine ve
problemle iliskili yeni teoremlerin ortaya ¢cikmasina onemli katkilar
saglamistir. Ozellikle Kempe'nin sundugu ispatin hatalarini ortaya
koyan Percy John Heawood, ayni calismasinda her duzlemsel
haritanin bes renk kullanilarak mutlaka renklendirilebilecegini
ispatlamay! basarmistir. Boylece “Bes Renk Teoremi” literatlre By
kesin bir sonug¢ olarak girmistir. Bununla birlikte, dort renk
gerektiren ozel durumlarin varligi henuz dogrulanamadigindan,
Dort Renk Problemi uzun vyillar boyunca c¢ozulememis bir
matematiksel bilmecenin varligini korumaya devam etmigtir. Bu
sureg, yalnizca teoreme giden yolu sekillendirmekle kalmamis,
ayni zamanda modern grafik kuraminin, kombinatorik disuncenin
ve matematiksel ispat tekniklerinin gelisiminde onemli bir kilometre
tasi olmustur.

Gorsellestirmede
Euler Formulu ve Duzlemsel Graflarin Sinirlan

Bir dizlemsel graf icin Euler formula

V—E+F=2
seklindedir. Burada V dugum sayisini, E kenar sayisini, F ise
yuz (bolge) sayisini temsil eder. Bu temel iligki, duzlemsel
graflarin yapisal olarak ne kadar karmasik olabilecegine guclu
sinirlamalar getirir.
Duzlemsel graflarda her yUz en az ug¢ kenarla ceuvrili
oldugundan

islem, bilgisayar tarafindan yaklasik 50 gun boyunca
kesintisiz olarak yurutuldu. Surecin sonunda Appel ve Haken ’in
yaklagsimi basarili oldu: Tum konfigurasyonlarin dort renkle
boyanabilir oldugu dogrulandi. Boylece hem yuzyil askin suredir
cozulemeyen bir matematiksel problem nihayete erdirildi, hem
de matematik tarihinde bilgisayar destekli ispatin ilk buyuk olcekli
orneklerinden biri verilmis oldu. Bu c¢alisma, modern
matematiksel ispat anlayisinda onemli bir donum noktasi olarak
kabul edilmektedir.

3F < 2E
esitsizligi gecerlidir. Bu ifade Euler formuluyle birlikte
kullanildiginda kenar sayisi igin klasik ust sinir elde edilir:
E<3V -6
Bu sonug, duzlemsel graflarin asiri yogun baglantilara sahip
olamayacagini gosterir ve renklendirme problemlerinin
karmasikligini onemli olcude sinirlar.
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