Dirichlet (1805-1859) Alman asilli 6nemli
bir matematikgidir. Say! teorisi, analiz

ve matematiksel fizik alanlarinda biylk
katkilar yapmistir. En ok, aritmetik
dizilerde asal sayilarin agiklayan Dirichlet
teoremi ile taninir. Ayrica Fourier serileri, Dirichlet karakterleri
ve Dirichlet ilkesi onun adini tagiyacak kavramlardir. Berlin ve
Gottingen Universitelerinde ders vermistir, Riemann gibi biylik
matematikgileri etkilemisti. Modern analiz ve sayi teorisinin
temellerinin atilmasinda 6nemli rol oynamistir. Calismalari,

glnimiz matematiginin yapi taglari arasinda yer almaktadir.

TEMEL TANIMLAR

Tanim: Sayma sayilar kimesi S = {1,2,3, ... }'den gercel sayilar
kiimesi R'ye giden bir fonksiyona aritmetik fonksiyon denir.
Tanim: Eger bir f aritmetik fonksiyonu, aralarinda asal her
n,m € S sayisi ¢ifti icin
ffm) = f(m)
esitligini saghyorsa, f fonksiyonuna ¢arpimsaldir denir.
Carpimsal fonksiyonlara érnek verelim:
1. Sufir fonksivonu: Her ne Sigcin f(n) = 0 esitligiyle
tanimlanmis sabit 0 fonksiyonu ¢arpimsal fonksiyondur. Sabit
0 fonksiyonu f(1)'in 1’e esit olmadigi tek garpimsal
fonksiyondur.
2. ¢ fonksivonu:

e = e
seklinde tanimlanan ¢ fonksiyonu carpimsal bir
fonksiyondur.
3. I Guc fonksivonu: Herhangi bir r gergel sayisi igin I, glic
fonksiyonu I,.(n) = n” seklinde tanimli olup garpimsal bir

fonksiyondur.
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4. 2 fonksivonu: p;’ler n’nin asal carpanlari olmak Uzere
n = pypa .. pk olsun. Bu durumda A(n) = (=1)¥ ile tanimli
fonksiyona A fonksiyonu denir. 1 bir sayinin asal bdlenlerinin
tek sayida mi yoksa cift sayida mi oldugunu belirtir.

5. Euler ¢ fonksiyonu: Bu fonksiyon

@(n) = |{xeN : ebob(x,n) = 1,x < n}|
seklinde tanimli olup carpimsal bir fonksiyondur.

6. Bolen sayi fonksivonu: d(n) = |{deN : d|n}| olarak tanimli
fonksiyona bdlen sayi fonksiyonu ¢arpimsaldir. Burada d|n

ile n sayisinin d bélenleri gésterilmektedir.

7. Mobius . pfonksivonu:

1 egern = 1ise

u(n) =<{ 0 egern,1disinda bir tamkareye béliiniiyorsa

(=1)t  eger n, t degisik asalin carpimiysa

8. or Eonksiyonu: r herhangi bir gergel sayi olsun.
ar(n) = Ed\nd
seklinde tanimli fonksiyonu ¢arpimsaldir.

£ = Samu@f*(3)

seklinde tanimli ifadeye Mdbius ters ¢evirme formili denir. Bu
formilde f*;

f*=Eamf(d)
seklinde tanimhdir.
Eonksivonlarin Toplam ve Carpimi fveg iki aritmetik
fonksiyon olsun. Bu durumda f + g ve f. g fonksiyonlarini
asagidaki sekilde tanimlanir:
L (f+gm=fn)+gm)
i.  (f.g)(n) = f(n).g(n)
Drichlet Carpimi: f ve g aritmetik fonksiyonlar olmak lzere

bunlarin Dirichlet Carpimi;

XD @) = Zapnf (@9 (3)= Zaa=nf @ g(d")

seklinde tanimhdir.

Ornek
(fxg)(15) = f(1).g(15) + £(3)g(5) + f(5)g(3) + f(15)g(1)
=14+22+42+81=24
f=uxf*

f* fonksiyonu da Dirichlet garpimiyla £’ den tanimlanabilir.

F@ = J@=) f@a

p— i —
= Zdlnf(d)-lo (3) = Fxiom
f* = fxlo

DIRICHLET CARPIMI’NIN OZELLIKLERI

1. Carpimsallidin _Korunmasi. f veg
olsun. O halde fxg Dirichlet carpimsal fonksiyondur.
2. Dedismelilik; Her £, g aritmetik fonksiyonu i¢in,fxg = gxf.
3. Biresmelilik: Her f, g, h aritmetik fonksiyonu igin,
(Fxg)xh = fx(gxh)
4. Etkisiz Eleman: ¢ fonksiyonunu #(1) =1 ve 1’den blyik
tim n dogal sayilari igin #(n) = 0 olarak tanimlayalim. Her

carpimsal fonksiyon

f aritmetik fonksiyonu igin ,
fxe=4txXf=f
5. Tersinir Eleman: Bir f fonksiyonunun tersinir olmasi demek
fxg = ¢ esitligini saglayan bir g fonksiyonunun olmasidir
Carpimsal Fonksiyonlann Tersinir Elemanlar, Garpimsal

fonksiyonlarda f(1) =10 oldugunda tim carpimsal

fonksiyonlarin Dirichlet tersleri vardir.

Teorem. Carpimsal fonksiyonlar kiimesi,

(X9 M) = B f (@D (3) = Bawr—n f(@g(d")
kurallariyla tanimlanan x islemi altinda degismeli (komitatif,

abelyen) bir grup olustururlar. Yani

1. Her f,g carpimsal fonksiyonlari igin, fxg de carpimsal

aritmetik bir fonksiyondur.

2. Her f, g, h ¢carpimsal fonksiyonlari igin,

(fxg)xh = fx(gxh)
3. Eger ¢ fonksiyonu,
1 egern = 1ise

@)= {0 egern > 1ise
¢ carpimsal bir fonksiyondur ve X isleminin etkisiz elemanidir,
yani

fxt=exf=f

4. Eger f carpimsal fonksiyonsa
g(1) =1 ven>1,icin
fxg=gxf=¢
5. Her f, g carpimsal aritmetik fonksiyonu icin
fxg=gxf

DIRICHLET CARPIMP’NIN KULLANILDIGI

YERLER
"

Asal sayilarin dagilimi

Aritmetik diziler

Dirichlet karakterleri ve L-fonksiyonlari
Carpimsal fonksiyonlar

Dirichlet serileri ve Riemann zeta fonksiyonu

> @ NV V V>

Analitik sayilar teorisi

AYNAKGA

1. Matematik Dinyasi 2005 Bahar
2. Blackwell, David; MacQueen, James B. (1973). "Ferguson
distributions via Polya urn schemes". Ann. Stat. 1 (2): 353—

355
3. S. Kotz; N. Balakrishnan; N. L. Johnson (2000). Continuous
Multivariate  Distributions. ~ Volume 1. Models and

Applications. New York: Wiley.




