Tropikal geometri, kokleri 1980°lere dayanan c¢ok genc bir
matematik alanidir. Temeli, Brezilyali bilgisayar bilimci Imre
Simon'un otomata teorisi ve minimizasyon problemlerini
incelerken gelistirdigi min—plus aritmetigine dayanir.

Bu aritmetige, Simon’un Brezilyali olusuna esprili bir gonderme
olarak zamanla “tropikal” adi verildi. 1990’larin sonunda ve
2000’lerin basinda, bu fikirler cebirsel geometriye tasindi.

Ozellikle Mikhail Kapranov, Grigory Mikhalkin, B. Sturmfels ve
A.Zelevinsky gibi arastirmacilar, tropikal yontemlerin
polinomlarin davraniglarini incelemede sasirtici derecede
guclu oldugunu gosterdi. 2005'te Mikhalkin’in tropikal egriler
uzerine yaptigi calismalar, alanin hizla gelismesini sagladi.

Tropikal egrilerin klasik cebirsel egrileri “parcali dogrusal” bir
bicimde temsil edebildigi ortaya c¢ikinca, matematikte yeni bir
kopru kuruldu.

Akillara su soru gelmeye basladi: Matematikte toplama “min”,
carpma ise “toplama” olsaydi ne olurdu?

Denklemler keskin koseli sekillere, egriler ise kirik gizgilere
donusurdu. Iste tropikal geometri, tam da boyle bir evrenin
kapisini araladi.

Tropikal geometri klasik cebirsel egrilerin sade, parcali
dogrusal ve sasirtici derecede duzenli bir versiyonu haline
geldi. Bu yeni geometri;

v karmasik polinomlari anlasilir yapilara donusturur,

v aglari, yollari ve optimizasyonu tek bir ¢cati altinda toplar,

v matematigin soyut dunyasini tropikal bir basitlikle yeniden
yorumlar.

Tropikal geometri; modern matematigin en geng, en yaratici ve
en hizli buyuyen alanlarindan biri halini aldi. Yolculugumuz ise
“toplamay1 min’e ¢evirmek™ kadar basit bir fikirle bashyor.
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TROPIKAL SAYILAR

Tropikal aritmetik, klasik aritmetikten farkl islemlerin tanimlandigi
ozel bir cebirsel yapidir. Genellikle R=Ru{+«}, kimesi Uzerinde
tanimlanir.
@ Tropikal Toplama
Tropikal toplama, klasik toplamin yerine minimum alma islemidir.
a @ b=min(a,b)
Ornek:3d7=3
® Tropikal Carpma
Tropikal carpma, klasik carpmanin yerine toplama iglemidir.
a®@ b=a+b
Ornek:3®7=10
Tropikal toplama () ve tropikal carpma (&), klasik cebirdeki
karsiliklariyla benzer yapisal ozelliklere sahiptir. Bu bolumde bu
islemlerin temel cebirsel ozellikleri 6zetlenmektedir:
1.Degisme Ozelligi
Her iki islem de degismeli olup, islem sirasi sonucu etkilemez.
a@b=bPa a@b=b®a
2. Birlesme Ozelligi
islemlerin gruplandirilmasi sonucu degistirmez.
(adb)c=a® (bBc) (a®b)®c=aQ (b c)
3. Dagilma Ozelligi
Tropikal carpma, tropikal toplama uzerine dagilir. Bu ozellik yari-
halkalarin temel kosullarindan biridir.
a@(bdc) =(a®b)d (a®c)
4. Birim Eleman
Her iki islem icin de birim eleman mevcuttur.
Tropikal toplama birim elemani: + * dur. Cinku;
a® (+°) =min(a ,+°) =a
dir. Tropikal carpma birim elemani: 0 dir. Cunku;
a@®@0=a+0=a
dir. Bu 6zellikler bir araya geldiginde (R,®,&) yapisi bir yari-halka
(semiring) olusturur. Bunun nedeni sudur: Dagiima, birlesme,
degisme ozellikleri saglanir. Her iki islem icin birim eleman vardir.
Ancak tropikal toplamanin ters elemani yoktur. Ornegin klasik
cebirde
atb=0=>b=-a
seklinde bir toplamsal ters bulunabilirken tropikal toplamada
a @ b =min(a,b) = +
esitligini saglayan bir b sayisi yoktur. Dolayisiyla toplamsal ters
bulunmadigindan yapi bir halka degil, yari-halkadir.
Tropikal yari-halkalar, 6zellikle optimizasyon, graf teorisi, kisa yol
problemleri, nokta konfigurasyonlari ve tropikal geometri gibi
alanlarda yaygin olarak kullantlir.

Tropikal Bolme Neden Tanimli Degildir?

Klasik aritmetikte carpmanin tersi olan bolme su sekilde tanimlidir.
axb=c>clb=a

Tropikal aritmetikte carpma a @ b = a +b seklindedir. Bu durumda

“bolme” ters islem olarak ¢ikarma gerektirir: ¢ @ b = c—b

Ancak tropikal aritmetikte c¢ikarma islemi tanimh degildir, ¢cunki

toplamanin (@) ters elemani yoktur. Ornegin: a+x = 0 esitligini

saglayan herhangi bir gercek sayi olan x yoktur. Bu nedenle

tropikal carpmanin genel bir ters islemi tanimlanamaz oldugundan

tropikal bolme islemi mevcut degildir.

TROPIKAL POLINOMLAR

Bir degiskenli tropikal polinom
P(x)=min{ay + a; x+ a,x* +---+a,x"} seklinde tanimlanir.

Burada a; € R uU{+«} sayilari .

tropikal katsayilardir ve kx
ifadesi, tropikal aritmetikte
carpmanin klasik  karsiligi

yerine toplamayi temsil eder.

Dolayisiyla a; +kx her Dbir
terimin tropikal anlamda
‘monom” karsihgidir.  Klasik
polinomlarin  grafigi duzgun
egriler olustururken, tropikal
polinomlarin  grafigi  pargal |

dogrusal bir yapi sergiler.

Her bir terim a; +kx grafikte bir dogruya karsilik gelir. Tropikal
polinomun grafigi ise bu dogrularin alt zarfidir; yani her x icin
polinomun degeri dogrularin en kucugunun secilmesiyle
belirlenir. Ornegin klasik gésterime benzeyen tropikal polinom:

P(x) =3 D (1Qx) & (2®2x),

tropikal islemler kullanilarak

P(x) = min(3, 1+x, 2+2x)
seklini alir. Bu ifade, u¢ farkli dogrunun alt zarfini tanimlar ve
grafigi bu dogrular arasinda en kiucuk olanin olusturdugu kirikl
dogrusal bir yapiya donusturur.

NEWTON POLIGONU

4&%@5&@3’::

A

Bir polinomdaki her terim, Uslerinden olusan bir koordinat

noktasina karsilik gelir. Bu noktalarin tumunu duzlemde

isaretlediginizde bir nokta kumesi elde ederiz.

Newton poligonu, bu noktalarin hepsini kapsayan en kuguk

disbukey (konveks) cokgendir.

Newton poligonunun koselerinden cizilen bir tar “dual grafik” ile

elde edilen cizgilere ise tropikal egri denir. Ozellikle p-adik

analiz, tropikal geometri ve polinom koklerinin buyukluklerinin

incelenmesi gibi alanlarda temel bir aractir. Verilen bir polinom
P(x)= ay + a; x+ a, x* +---+a,x™ icin Newton poligonu,

her terim icin (k, v( a; )) noktasinin olusturulmasiyla elde edilir.

Burada v( a;) katsayisina uygulanan degerleme

fonksiyonunun c¢iktisini belirtir. Asagidaki polinomu ele alalim:

P(x) = 3+2 x +5x2+x3

Katsayllar: ay =3, a; =2, a, =95, az =1

Basitlik icin v(ay) = ay olarak alalim (yani katsayilari direkt

kullanacagiz).

0.9

Dolayisiyla noktalarimiz: (0,3) , (1,2), (2,9), (3,1) dur.

Newton poligonu, bu noktalarin en dis konveks hatti (convex
hull) ile cizilir.

Bu poligonda “alt kenar” onemlidir. Tropikal kokler genellikle bu
alt kenarin egimlerine karsilik gelir.

y

Noktalar birlestiren konveks dis hat
Newton poligonudur.

Bu durumda alt kenar, koklerle ilgilidir.
Alt kenar noktalari:

(1,2), (3,1) ve (0,3) dir.

Bu kenarlarin egimleri poligonun
tropikal kokleri hakkinda bilgi verir.

3,1

X

1-Optimizasyon

En Kisa Yol Problemlerini cozerken
aslinda tropikal geometriyi
kullanmaktayiz. Ayni zamanda
Tropikal cebirin en tipik
uygulamasidir.
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5 Blyiik ve karmasik veri kiimelerine anlam
kazandirmak igin bilgisayar bilimi ve biyolojinin
unsurlarini birlestiren yeni ve cesitli bir alandir.

Tropikal geometri, buyuk genomik veri

G
l. kumelerinde agag yapilarinin rekonstruksiyonu,

*, M  alternatif evrim modellerinin karsilagtiriimasi ve
R n‘ hesaplamali filogenetikte optimizasyon
o~ problemlerinin ¢ozulmesi gibi sureclere teorik
% ve pratik katkilar saglar.
)|

3.Cebirsel geometri

Cebirsel geometri, polinom
denklemleriyle tanimlanan ifadelerin
yapisal ve geometrik ozelliklerini
inceleyen temel bir matematik alanidir.
Tropikal geometri, klasik denklemlerin
parcalli dogrusal limit modellerini elde
etmeye imkan vererek egrilerin ve
yuzeylerin limit davraniglarinin sistematik
bicimde analiz edilmesini saglar.
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